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KAPITEL 1

KOMPLEXE ZAHLEN

1 Quadratische Gleichungen

Um an einem Punkt zu starten, mit dem alle Schiiler der Oberstufe vertraut sein sollten,
beginnen wir mit einer kurzen Wiederholung zu quadratischen Gleichungen.

Definition 1.1: Quadratische Funktion

o Eine quadratische Funktion f bildet eine reelle Zahl x auf eine andere reelle Zahl
f(z) ab, gemaf der Zuordnungsvorschrift

f(z) = asz® + a1z + ay, (1.1)

wobei ag, a; und as beliebige aber feste reelle Zahlen sind, mit der Einschrankung
a9 7£ 0.

o Die Gleichung
mit einer quadratischen Funktion f heifit quadratische Gleichung. ¢ nennt man

auch die Nullstelle von f.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass man f mit einer beliebigen Konstante ¢ # 0
multiplizieren kann und dies die Nullstellen nicht verdndert. Es ist haufig zweckméafig ¢ = é
zu wéhlen. Die Funktion ¢f nimmt dann die Form

1 a a
cf(r)=—f(x) =2+~ + =2 +pr+q (1.3)
a2 a2 a2

an. Mit dieser Darstellung lésst sich dann folgendes Theorem leicht beweisen.
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Theorem 1.2: p — g-Formel

Sei f eine quadratische Funktion.
o Wenn 4q > p?, hat f keine Nullstelle.

o Wenn 4q = p?, hat f eine Nullstelle, die gegeben ist durch

To=—35- (1.4)

e Wenn 4q < p?, hat f zwei Nullstellen, die gegeben sind durch

a_ D (2)2_ =
z=-5+45) —¢ (1.5)
b_ P <]_j>2_ 1.6
) 5 9 q (1.6)

Beweis.

Ubungsaufgabe.

Beispiel : Finfache quadratische Gleichungen

flz)=2*—1

Da p =0 und ¢ = —1 gilt, trifft der dritte Fall zu und die Nullstellen sind 1 und —1.

flx) =2

Da p =0 und ¢ = 0 gilt, trifft der zweite Fall zu und die Nullstellen ist 0.

f(x) =22 41

Da p=0und ¢ =1 gilt, trifft der ertse Fall zu es gibt keine Losung.
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2 Die imaginare Einheit i und die komplexe Zahlenebe-
ne

Es ist zweckméBig nun eine neue Zahl i zu definieren, die eine Nullstelle von f(z) = 2? + 1
ist. Es gilt also

i?=—1 (1.7)

und man kann direkt nachrechnen, dass —i dieselbe Eigenschaft hat. Beide Zahlen i und
—i sind offensichtlich keine reellen Zahlen und deswegen kann man sie auch nicht auf dem
Zahlenstrahl finden. Wir 16sen dieses Problem, indem der Zahlenstrahl um eine senkrechte
Achse erweitert wird, auf der wir i und —1i finden. Veranschaulicht wird dies auf der linken
Seite in Abbildung 1.1.

Durch das Verwenden der gesamten Ebene lassen sich nun auch Summen von reellen Zahlen
mit imaginaren Zahlen definieren. Wie man auf der rechten Seite von Abbildung 1.1 sehen
kann, befindet sich der Zahlenwert 2+1i bei den Koordinaten (2, 1) und der Zahlenwert —3 —2i
bei (—2, —3), bzw. hat z = z + iy im allgemeinen die Koordinaten (z,y)*.

Insbesondere gilt nun mit den komplexen Zahlen, dass alle quadratischen Gleichungen ein
oder zwei Losungen haben. Um Beispielsweise die Gleichung 2 = i zu lésen, braucht man
keine zusétzliche Erweiterung des Zahlenraums. Auch die Gleichung

v*=-n neN (1.8)

ist nun vollstandig losbar durch @ = +iy/n. Viele nennen i auch die Wurzel aus —1, das ist
aber nicht ganz korrekt, da es zu Widerspriichen fithren kann wie im folgenden Beispiel:

1=VI=V(D)(D) =VOVED) = V) == -1 (1.9)

Definition 2.1: Real- und Imaginarteil einer komplexen Zahl

Sei z = x+1iy eine komplexe Zahl. Dann heifit = der Realteil und y der Imaginarteil von
z. Fur den Realteil schreibt man auch héufig Re(z) und fiir den Imaginérteil Im(z):

3 Rechnen mit komplexen Zahlen

Natiirlich wollen wir mit komplexen Zahl genauso rechnen kénnen, wie wir es mit reellen
Zahlen gewohnt sind. Dafiir definieren wir nun die Rechenvorschriften.

1Statt o + iy kann man auch x + yi schreiben.
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iR Im(z)

=

—3—2i

Abbildung 1.1: Auf der rechten Seite der Abbildung sehen wir die imagindre Achse, die
senkrecht auf der reelle Achse steht. Beide Achsen spannen zusammen die komplexe Ebene
auf (rechte Seite), auf der wir alle komplexen Zahlen z = x + iy finden.

Definition 3.1: Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Seien z = x + iy und 2’ = 2’ + iy’ zwei beliebige aber feste komplexe Zahlen. Dann
definieren wir die folgenden Rechenoperationen:

« Addition
2+ =(@+iy + @ +1y)=(z+)+ily+v) (1.10)
o Subtraktion
2= = (z4iy) — (@ +iy) = (x —2) +i(y —¢/) (1.11)
e Multiplikation
22 =(w+iy) (@ +iy) = (@2 —y-y) +ilw-y +y-2) (1.12)
« Konjugation
S — iy (1.13)

Es gelten die iiblichen Rechenregeln.
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Theorem 3.2: Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
Seien z, 2’ und z” komplexe Zahlen. Dann gilt:

o Kommutativitat

z-2 =2z (1.14)
242 =2+z (1.15)

 Distributivitat
z- (42 ) =224z (1.16)

o Assoziativitét
z- (2= (222" (1.17)
2+ (Z+2")=(+2)+7" (1.18)

Zur Veranschaulichung folgt ein Beispiel.

Beispiel : Rechnen mit komplexen Zahlen
Sei z=2+1iund 2/ =3+ 2i.

s+ = (243)+ (1+2)i =5+ 3i (1.19)
p— = (2-3)+(1—2)i=—1—i (1.20)
—(2:3-1-2)+(2-2+41-3)i=4+Ti (1.21)
2F=2-1 (1.22)

Wie vielleicht schon aufgefallen ist, fehlt hier die Division. Dafiir braucht es ein klein
wenig Vorarbeit. Wir gucken uns dafiir an, was passiert ein Element mit seinem Konjugierten
multipliziert wird.

Definition 3.3: Betragsquadrat

22" = (@ +iy) - (@ —iy) = (@® +47) + 0i = 2® + ¢ (1.23)

Das Ergebnis ist also eine rein reelle Zahl, die hiufig |z|* genannt wird. Nun kénnen wir
beide Seiten der Gleichung durch |z|? und durch z teilen und erhalten:

1 z* T — iy x Ly
= _ = — 1.24
2 |22 a2 4y? a4y? PERE (1.24)

Damit lasst sich nun die Division von komplexen Zahlen definieren.
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Definition 3.4: Division komplexer Zahlen

2 , 1 22
2 = =" 1.25
PR | 2|2 (1.25)
Beispiel : Division komplexer Zahlen
Sei z=2+1iund 2 =3+ 2i.
: (2+1)(3-2) 8—i 8 1,
z_ _ _°_ 2 1.2
2 32 4 22 13 13 13 (1.26)
2 (2-1)@B+2) 8+i 8 1.
i = = — 4+ = 1.27
2 12+ 22 5 55 (1.27)

4 Polarkoordinaten

Eine komplexe Zahl kann nicht nur iiber ihren Real- und Imaginérteil definiert werden?,
sondern auch tber Ihren Abstand zum Ursprung (Betrag) und den Winkel, den die Ur-
sprungsgrade und die reelle Achse einschlieflen (Argument). Hier ist drauf zu achten, dass
in der Physik (und in der Mathematik) Winkel im Bogenmaf statt im Gradmafl angegeben
werden. Um Gradma$ in Bogenmafl umzurechnen multipliziert man mit gt. Um Bogenmaf
in Gradmafl umzurechnen multipliziert man mit g. In Abbildung 1.2 wird die Polardar-
stellung komplexer Zahlen visualisiert.

Im(2) Im(2)

—3 —2i

Abbildung 1.2: Veranschulichung zweier komplexer Zahlen in Polarkoordinaten. Die Lange
des Pfeils entspricht dem Betrag |z| und der vom Bogen eingeschlossene Winkel entspricht
dem Argument ¢

2Dies nennt man auch kartesische Darstellung.



Komplexe Zahlen

Theorem 4.1: Wechsel zwischen den Koordinaten

Sei z eine komplexe Zahl mit Realteil z, Imainarteil ¢, Betrag » und Argument ¢.

o Um Polarkoordinaten in kartesiche Koordinaten umzurechnen, benutzt man die
Formeln:

T =rcos¢ y=rsin¢ (1.28)

e Die Umrechnung von kartesischen in Polarkoordinaten ist etwas umstéandlicher.

) fir x > 0
arctan( )+7r firx <0, y>0
r=+vaz2+y? ¢=qarctan () -7 firz <0, y<0 (1.29)
5 firx=0,y>0

firz=0, y<0

(arctan (

e 8 8

B

\

Wenn x = 0 = y vorliegt, ist das Argument nicht definiert.

An dieser Stelle sei gesagt, dass die Darstellung in Polarkoordinaten nicht eindeutig ist.
¢ und ¢ + 27n flir ganze Zahlen n stellen dieselbe Zahl da. Meistens wahlt man ¢ dann im
Intervall (=, 7]. Fiir die schnelle Berechnung von Sinus- und Kosinuswerten kann folgende
Tabelle helfen:

oad] | 0 [ = [ = [ T [T
o] 0 | 30 | 45 | 60 | 90
sing [ 3v0 | V1| $V2[3V3 [ 1V4
cosg || 3VA] V3] IV2 ]| 3V 3V0

Tabelle 1.1: Tabelle zur schnellen Bestimmung von Werten des Sinus und Cosinus
Beispiel : Wechsel zwischen den Koordinaten

e Sei z = —1+i. Dann sind Betrag und Argument gegeben durch

r= VP T B =, (1.30)

1 1 3
¢ = arctan <_—1> +7= _ZW+W: Zﬂ (1.31)
e Seir =2 und ¢ = Z. Dann sind Real- und Imaginérteil gegeben durch
s 1
=2cos— =2-=1 1.32
x cos 3 5 : (1.32)
T V3

=/3. (1.33)
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5 Spezielle Funktionen I

Im folgenden Kapitel werden Sinus und Kosinus als Funktionen untersucht und es wird die
(komplexe) Exponentialfunktion eingefiihrt.

Definition 5.1: Sinus, Kosinus und Exponentialfunktion

 Der Sinus (im Bogenmaf) ist definiert als

. < g . B T 23 25
Sm(x)_;<_) @nt1)! 1 35 1 1.2.3 1.2345
(1.34)
e Der Cosinus (im Bogenma$) ist definiert als
ee x?n 1 I2 174 ZEQ ZE4
= -)" =———4+——...=1- -
cos(x) nz:%< S emi T o2 T 12 1234
(1.35)
¢ Die Exponentialfunktion ist definiert als
¢® = ex ix———+ +—+ 4= (1.36)
= expl@ 2l 21 1 12 '
Theorem 5.2: Die Eulersche Identitat
exp(iz) = cos(x) + isin(z) (1.37)
Insbesondere gilt fiir x = 7:
e"+1=0 (1.38)

Beweis.
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ot

- Z
_ Z e 2n+1
2n +1

_Z 2n

n=0 n=0
= cos(z) +isin(z)

2n+1

2n+1)

Man kann nun komplexe Zahlen in Polardarstellung wesentlich effizienter schreiben:

z =2+ iy = rcos(p) + rsin(¢)i = r(cos(y) 4+ isin(¢)) = r exp(ig) (1.39)

Theorem 5.3: Potenzgesetzte

Fir die Exponentialfunktion gelten die folgenden Rechenregeln:
* exp(z +y) = exp(z) exp(y)
« exp(—z) =1/ exp(z)

o exp(z)” = exp(ax)

Theorem 5.4: Symmetrie von Sinus und Kosinus

sin(—z) = —sin(z) (1.40)
cos(—z) = cos(z) (1.41)

Bewets.

Ubungsaufgabe.
Aus dieser Aussage folgt auBerdem die Elgenschaft exp(—iz) = cos(z) — isin(x).
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Theorem 5.5: Darstellung von Sinus und Cosinus mittels der
Exponentialfunktion

i . 1.42
sinfz) = 5 (142
cos(z) = % (1.43)
Beweis.
Ubungsaufgabe.

Theorem 5.6: Additionstheoreme

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(y) sin(x) (1.44)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) (1.45)
sinx + cos’z = 1 (1.46)

1+ cosz = 2cos? = (1.47)

2

Beweits.

Ubungsaufgabe.



KAPITEL 2

DIFFERENTIALRECHNUNG

1 Die Ableitung

Definition 1.1: Differenzenquotient

Sei f eine beliebige Funktion. Der Differenzenquotient an den Punkten x # y ist
definiert durch

f@) = f(5)

Af(z,y) = pr—y

(2.1)

Anschaulich gesprochen ist der Differenzenquotient die Steigung der Sekante durch die
Punkte (z, f(z)) und (y, f(y)).

Definition 1.2: Differentialquotient

Sei f eine beliebige Funktion. Der Differentialquotient am Punkt x ist (so fern er
existiert) definiert durch
df

— = lim
dx h—0

fl@+h) - f(z)
. . (2.2)

Anschaulich gesprochen ist der Differentialquotient die Steigung der Tangente am Punkt

(, f ().

17
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Sekante Tangente Ableitung
8t J 8 + Yy g1 )
6 6 | 6!
Sekgtrte Tangghte L
4 4 A o 7(x)
2 5| ) =
I . r ) ‘ €T ‘ s -7 ‘ ‘
1 2 3 1 2 3 1 9

Abbildung 2.1: In der linken Abbildung ist eine Funktion f und die Tangente durch die
Punkte bei = 1 und o = 2 abgebildet. Die Steigung der Sekante entspricht hierbei Af(1,2).
In der mittleren Abbildung findet sich die gleiche Funktion mit der Tangente bei x = 2. Die
Steigung der Tangente entspricht f’(2), also dem Funktionswert der Ableitung bei x = 2.
Sprich, die abgebildete Tangente hat Steigung 4 und es gilt f'(2) = 4.

Definition 1.3: Ableitung

Sei f eine beliebige Funktion, bei der fiir alle x der Differentialquotient definiert ist.
Das heifit f differenzierbar und die Funktion

_ 4

flla) =2 (23)

heifit Ableitung von f.

Die Namen f und x sind natiirlich beliebig gewéhlt. Ist x die Zeit schreibt man auch gerne
t und fiir Orte s, x oder .
Wenn s(t) jetzt die zuriickgelegte Strecke zu einer Zeit ¢ angibt, ist s'(¢) die Geschwindigkeit
(hdufig v(t) genannt) und s”(t) = v'(t) ist die Beschleunigung (haufig a(t) genannt).
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2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Theorem 2.1: Ableitung von Monomen
Ein Monom ist eine Funktion der Form
f(z) =" (2.4)

fiir eine nattrliche Zahl n, die man auch den Grad des Monoms nennt. Die Ableitung
des Monoms ist dann gegeben durch

f'(z) = nz" ™t (2.5)

Beweis.

Wir fangen an, indem wir uns den Ausdruck (a+b)™ anschauen. Wenn wir diesen Ausdruck
ausmultiplizieren, erhalten wir eine lange Summe. Der erste Summand ist hierbei a”, also
aus jedem der n Faktoren nehmen wir das a. Nun kann man fiir jeden der n Faktoren
einmal statt eines as ein b nehmen, das ergibt na"'b. Alle anderen Summanden haben
mindestens eine zweite Potenz in b. Also folgt:

(a+b)"=a"+na" b+ (..)b 4+ ()0 + ..+ (L)D" (2.6)

Zur Vollendung des Beweises setzen wir a = x und b = h:

n n__ ,n n n—1 2 3 n__ ,n
dz — lim (x+h)"—x i © +na" th+ (O + (LR + L+ (LR —x
dr  h—0 h h—0 h

2"+ th+ ()R ()R + L+ ()R — 2
= lim
h—0 h
i 1T A (P (OB (R (2.7)
= 5o h
= limna" ' 4+ ()R + ()R + o+ ()R
h—0
=nz""!

Im folgenden gucken wir uns an, was mit der Ableitung einer Funktion passiert, wenn sie
mit einer Konstanten addiert bzw. multipliziert.
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Theorem 2.2: Konstanten beim Ableiten

Sei f(x) eine Funktion mit Ableitung f’(z) und ¢ eine Konstante.

()
o Sei h(z) = cf(x), dann gilt A'(z) = cf'(x).
(

o Sei j(z) = f(ex), dann gilt j'(z) = cf'(cz).
e Sei k(z) = ¢, dann gilt £'(z) = 0.
Beweis.
Ubungsaufgabe.

Theorem 2.3: Summenregel
Seien f und g zwei Funktionen mit Ableitungen f’ und ¢’. Dann gilt:
(f +9)(x) = () + g'(2) (2.8)

Beweis.

(flz+h)+g(z+h) - (fz) +9(x))

(f +9)'(x) = lim 3
~ lim flz+ hf)b —fl@) | lim gz +h) —g(z)
= f'(x) +4'()

Theorem 2.4: Produkt- und Quotientenregel

Fir zwei Funktionen f und g mit den Ableitungen f’ und ¢ gilt:

(f-9)(x)=f'(z) g(x) + f(z) - ¢ (x) (2.9)
N f@)g(x) — flx)g(z)
( ) (z) o7 (2.10)

9
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Theorem 2.5: Ableitung von Sinus- Cosinus- und Exponential-

funktion
sin’(z) = cos(z) (2.11)
cos'(x) = —sin(x) (2.12)
exp’(r) = exp(z) (2.13)
Beweis.
d d L, it
& sm(JS) = a Z:OOO<_) (22 + 1)‘
N I
- ; ) (2i 4 1)!
o0 d ,.2i+1
- ;(_)n (Z +1)!
o, (204 1)2%
N ;(_) (20 + 1)!
= ;(_)n (22)'
= cos(x)

Rest: Ubungsaufgabe.

Definition 2.6: Hohere Ableitungen

Fiir die Ableitung der Ableitung von f schreibt man oft

d2
fl(z) = 2/ @) (2.14)
Wenn man n-mal ableitet schreibt man
() = (2, (2.15)
dxm

Beispiel :
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d2
@ exp

(ikx) = didi exp(ikx)

T ax

d
= ﬁik exp(ikx)

= ikik exp(ikx)
= —k? exp(ikz)



KAPITEL 3
VEKTORRECHNUNG

1 Motivation

Wir erinnern uns an die komplexen Zahlen, zum Beispiel z = 1 — i. Diese Zahl hat einen
Realteil £ = 1 und einen Imaginarteil y = —1. Man koénnte diese Zahl also auch darstellen

als
2= (‘;) = (_11> . (3.1)

Andererseits wissen wir auch, dass z in Polarkoordinaten durch einen Pfeil dargestellt werden
kann, der von der 0 nach z zeigt. Dieser Pfeil hat eine Lénge und eine Richtung.
Allgemein kann man also sagen

stellt einen Pfeil dar, der vom Ursprung aus gesehen auf den Punkt mit den Koordinaten
(v, vy) zeigt.

2 Der Vektorraum R?
Definition 2.1: Vektor im R?

Ein Vektor ¢ im Raum ist ein Tupel von drei Zahlen z, y und z € R, das in der
folgenden Weise notiert wird:

(3.2)

<L
I
SIS

Anschaulich ist ein Vektor ein Pfeil, der von einem Punkt p = (a,b, ¢) im Koordina-
tensystem zu einem Punkt ¢ = (a + ¢,b+ y, ¢ + 2) zeigt.

23
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Im(z2)

\ Re(2)
N\

Abbildung 3.1: Der blaue Pfeil verbindet den Ursprung mit dem Punkt mit dem Koordi-

_11 ist unabhangig vom Startpunkt, es geht nur um
die Lange und die Richtung des Pfeils.

naten (1,—1), aber der Vektor v =

Definition 2.2: Addition von Vektoren

Gegeben seien zwei Vektoren

T T
n=\y|, V2= |v|. (3.3)
21 z9

Die Summe der zwei Vektoren ist definiert durch

T+
172 + ’172 = |2x2tya |- (34)
3+ Y3

Anschaulich ist das die Hintereinanderausfithrung der beiden Verschiebungen durch die
Vektoren v; und vy (siehe Abbildung 3.2).
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Definition 2.3: Skalarmultiplikation

Gegeben sei ein Vektor

T
=1y (3.5)
z

M= |y |. (3.6)

Der resultierende Vektor ist parallel zu ¢, allerdings wird seine Lénge mit A\ skaliert.
Ist A < 0, so zeigt Av in die entgegengesetzte Richtung zu A (siche Abbildung 3.2).

e x

Abbildung 3.2: Links: Der blaue Pfeil stellt den Vektor il’) dar, der rote den Vektor

<_31> Die Summe der beiden ist der lilane Pfeil (? :_ 1) = (i) Da Vektoren nur die

relativen Verschiebungen (Pfeile) beschreiben, ist der Startpunkt (hier unten links) beliebig.

Rechts: Der blaue Pfeil représentiert den Vektor (_11) . Der rote Pfeil entspricht 3 <_11) =

(_33>, wahrend der griine Pfeil — (_11> = (_11) in die entgegengesetze Richtung zeigt.
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Definition 2.4: Vektorraum

Ein Vektorraum ist eine Menge an Elementen {¢}, die Vektoren genannt werden. Vek-
toren diirfen addiert und mit einer reellen (oder komplexen) Zahl multipliziert werden.
Die hier benutzten Riume R? und R? sind Beispiele fiir Vektorraume, aber auch die
Menge der Funktionen f : R — R bildet einen Vektorraum.

3 Spezielle Vektorroperationen im R?

Definition 3.1: Betrag eines Vektors

ai

Die Lange eines Vektors @ = | as | kann nach dem Satz des Pythagoras bestimmt
as

werden durch
d]| = \/a3 + a3 + a3. (3.7)

Beispiel : Linge eines Vektors
1

Sei@a= | —1|. Dann ist
2

@] = /12 + (—1)2 + 22 = V6. (3.8)

Definition 3.2: Skalarprodukt

ay bl
Seien @ = | as | und b = | by | zwei Vektoren im Vektorraum R3. Das Skalarprodukt
as b3

der Vektoren @ und b ist definiert als:

a- g: a1b1 -+ a2b2 -+ (lgbg (39)
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Theorem 3.3: Geometrische Interpretation des Skalarprodukt
Wenn ¢ der Winkel ist, der von den beiden Vektoren @ und b eingeschlossen ist, dann
gilt:

@- b= ||al|||b]l cos ¢ (3.10)

Insbesondere bedeutet @ - b = 0, dass @ senkrecht zu b ist.

Beispiel : Winkel zwischen zwei Vektoren
1 0
Seid=|—1] und b= | —1|. Wir berechnen den Winkel zwischen @ und b.

0 0

@ - b= ||l]|[b]| cos ¢
1-04(=1)-(=1)4+0-0=v2V1cos
1 (3.11)
cosp = —
"=
T
?=1
Definition 3.4: Kreuzprodukt
Das Kreuzprodukt von @ und b ist definiert durch:
. azbs — asbs
axb= a3b1 — a1b3 (312)
arby — asby

Theorem 3.5: Eigenschaften vom Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt hat folgende Eigenschaften:

=—-bxda

S

ST

X

o @ x b ist senkrecht auf den Vektoren @ und b. Das heifit

- —

(@xb)-d=(axb) b=0.

« [l@x ol = [|all]|b] sin &
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